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INTISARI 
 
Pelabelan pada sebuah graf adalah fungsi bijektif yang memetakan unsur-unsur pada suatu graf (titik 
dan sisi) ke suatu bilangan bulat positif. Misalkan G adalah sebuah graf dengan p titik dan q sisi. Fungsi 
bijektif f dari V(G)E(G)ke {1, 2, …, p+q} disebut pelabelan sisi ajaib dari G jika terdapat sebuah 
konstanta c (disebut sebagai bilangan ajaib dari f) sedemikian sehingga f(u)+f(v)+f(uv)= c untuk setiap 
sisi uv dari G. Pelabelan sisi ajaib f disebut sisi ajaib super jika f(V(G))={1, 2, …, p} dan f(E(G))={p+1, 
p+2, …, p+q}. Dimisalkan G1, G2, …, Gn merupakan keluarga bintang terpisah, dengan vi merupakan 
salah satu daun dari Gi, 1≤ i ≤ n. Pohon yang terdiri dari semua n bintang dan gabungan lintasan v1, v2, 
…, vn disebut graf kembang api. Tujuan dari penelitian adalah memberi label setiap titik dan sisi pada 
graf kembang api berdasarkan pelabelan sisi ajaib super dan menentukan konstanta ajaib. Graf kembang 
api merupakan graf dengan pelabelan sisi ajaib super dengan konstanta ajaib c=5kn/2+5n+1 dan rumus 
pelabelan sisi ajaib super yang berbeda untuk nilai i ganjil dan i genap pada titik a i, bi, bij dan sisi ai-1ai, 
aibi, bibij . 
 
Kata kunci: graf bintang, konstanta ajaib 
 
PENDAHULUAN 
Graf merupakan pasangan himpunan (V,E), ditulis dengan notasi        , yang dalam hal ini V 
adalah himpunan tidak kosong dari titik-titik (vertices  atau  nodes) dan E adalah himpunan sisi (edges 
atau arcs) yang menghubungkan sepasang titik [1]. Dua titik u dan v dalam graf tak berarah G disebut 
adjacent (berikatan) jika u dan v adalah titik akhir sisi e dari G. Dengan kata lain sisi e tersebut 
incident (bersisian) dengan titik u dan v dan sisi e dikatakan menghubungkan u dan v. Derajat suatu 
titik pada graf tak berarah adalah banyak sisi yang bersisian dengan titik tersebut. Derajat titik v 
dinotasikan dengan deg(v) [2]. Banyaknya unsur di V disebut order dari G dilambangkan dengan 
    , dan banyaknya unsur di E disebut ukuran dari G dan dilambangkan dengan     . Jika graf yang 
dibicarakan hanya graf G, maka order dan ukuran dari G hanya masing-masing ditulis p dan q [3].  
Suatu graf G dikatakan terhubung jika terdapat lintasan dari u ke v untuk setiap u dan v. Jalan 
adalah urutan titik dan sisi yang bergantian tidak kosong dan berhingga yang dimulai dan diakhiri oleh 
titik dengan setiap sisi menghubungkan dua titik (sebelum dan sesudah sisi tersebut). Jalur (trail) 
merupakan jalan dengan semua sisinya berlainan (tidak diulang), sedangkan titiknya boleh diulang 
atau dengan kata lain jalur adalah suatu jalan yang melewati kembali lokasi yang sama namun tidak 
pernah melewati kembali jalan yang sama. Jalur dengan semua titiknya berlainan disebut lintasan 
(path), kecuali jika lintasan tersebut merupakan lintasan tertutup sehingga titik awal sama dengan titik 
akhir [4].  
Salah satu materi dari teori graf adalah pelabelan graf. Pelabelan pada sebuah graf adalah fungsi 
yang memetakan setiap titik dan sisi pada suatu graf ke suatu bilangan bulat positif [5]. Jika suatu graf 
memiliki label sisi dengan range bilangan asli, sedemikian sehingga jumlah dari label sisi dan setiap 
titik ujungnya sama dengan sebuah konstanta maka pelabelan graf tersebut disebut pelabelan ajaib [6]. 
Misalkan G adalah sebuah graf dengan banyak titik adalah p titik dan banyak sisi adalah q sisi. Fungsi 
bijektif f dari           ke {        } disebut pelabelan sisi ajaib dari G jika terdapat sebuah 
konstanta c (disebut sebagai konstanta ajaib dari f) sedemikian sehingga                  
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untuk setiap uv dari G. Pelabelan sisi ajaib f disebut sisi ajaib super jika  (    )  {      } dan 
 (    )  {         } [7]. 
Masalah yang dibahas adalah bagaimana memberi label pada graf kembang api dengan pelabelan 
sisi ajaib super. Berdasarkan permasalahan tersebut, tujuan dari penelitian adalah memberi label setiap 
titik dan sisi pada graf kembang api dengan bilangan bulat berdasarkan pelabelan sisi ajaib super dan 
menentukan konstanta ajaib. Konstanta ajaib c dari graf kembang api merupakan batas jumlah dari 
label titik dan sisi, yang dalam hal pelabelan sisi ajaib super yaitu jumlah dari label sisi dan label 
kedua titik di setiap ujung sisi tersebut. 
Penelitian ini dibatasi pada graf sederhana tak berarah, terbatas dan terhubung. Graf yang menjadi 
topik utama adalah graf kembang api (firecracker graph). Graf kembang api dengan (          ) 
yang merupakan titik dari lintasan     ,    merupakan titik yang adjacent (berikatan) dengan    
untuk       dan               merupakan daun adjacent (berikatan) dengan   . Lintasan      
merupakan lintasan yang menghubungkan satu daun dari masing-masing bintang. Graf kembang api 
dinotasikan dengan Fn,k, dengan n merupakan banyak titik pada lintasan, k merupakan banyak daun 
pada setiap graf bintang dan konstanta ajaib c merupakan rata-rata dari batas atas dan batas bawah 
interval konstanta ajaib.  
Konstanta ajaib yang akan dipilih harus berada pada interval           . Masing-masing 
graf kembang api dengan n dan k yang berbeda diberi label dengan setiap label titik dan sisi pada graf 
kembang api tersebut harus memenuhi  (    )  {      } dan  (    )  {         }. 
Titik-titik pada graf kembang api tersebut diberi label dari 1 sampai p dan sisi-sisi pada graf kembang 
api tersebut diberi label dari     sampai    . Hasil dari pelabelan tersebut adalah angka-angka 
yang memiliki pola tertentu sehingga membentuk beberapa rumus yang dianggap sebagai dugaan yang 
dibuktikan dengan induksi matematika. Jika dugaan terbukti memenuhi pelabelan sisi ajaib super 
maka akan diperoleh konstanta ajaib c. Sedangkan jika dugaan tidak terbukti maka akan dilakukan 
pelabelan kembali yang dimulai dari penentuan konstanta ajaib dan dilanjutkan seperti langkah 
sebelumnya hingga diperoleh rumus dan konstanta ajaib untuk pelabelan sisi ajaib super pada graf 
kembang api. 
 
GRAF KEMBANG API 
Pohon adalah graf terhubung yang tidak mengandung sirkuit [1]. Titik yang berderajat 1 pada 
pohon disebut daun [8]. Salah satu jenis dari pohon adalah graf bintang. Graf bintang adalah suatu graf 
yang memiliki satu titik v dan semua sisi pada graf tersebut incident (bersisian) ke titik v [9]. Karena 
graf bintang merupakan salah satu dari jenis pohon, maka sifat-sifat pada pohon juga berlaku untuk 
graf bintang.  
Dimisalkan              merupakan keluarga graf bintang terpisah dengan    merupakan salah 
daun dari   ,       [10]. Pohon yang terdiri dari n graf bintang dan gabungan lintasan atau path 
           disebut graf kembang api. Titik    merupakan titik yang adjacent (berikatan) dengan    
untuk       dan               merupakan daun yang adjacent (berikatan) dengan    dengan   
merupakan bilangan bulat genap. Graf kembang api adalah graf diperoleh dari gabungan graf bintang 
dengan menghubungkan satu daun dari masing-masing graf bintang [11]. Sebuah graf kembang api F 
adalah pohon yang terdiri dari lintasan P(F) dan koleksi graf bintang yang setiap titik pada P(F) 
berikatan dengan tepat satu titik pusat graf bintang. Himpunan titik pada graf kembang api adalah 
       {                     }  {                } dan himpunan sisi pada graf 
kembang api adalah        {             }  {           }  {            } 
maka               dan                 sehingga                   . 
Berdasarkan ilustrasi dan definisi dari graf kembang api, maka graf kembang api digambarkan seperti 
gambar berikut:  
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Beberapa contoh gambar graf kembang api sebagai berikut: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
PELABELAN SISI AJAIB SUPER PADA GRAF KEMBANG API 
Pelabelan sisi ajaib super pada graf kembang api dimulai dengan menentukan kosntanta ajaib. 
Konstanta ajaib ditentukan berdasarkan lemma berikut:  
 
Lemma 1 [12] Misalkan sebuah graf G dengan jumlah titik p dan jumlah sisi q merupakan graf sisi 
ajaib super, maka konstanta ajaib c dari G memenuhi           . 
Bukti: 
Karena G adalah graf sisi ajaib super maka titik-titik dari G dilabel         dan sisi-sisinya diberi 
label dengan                sehingga   {                 } terdiri dari bilangan 
bulat berturut-turut              untuk beberapa bilangan bulat positif a. Dalam hal ini titik 
dari G dengan label 1 dan 2 yang  berdekatan dan  konstan ajaib  untuk  kasus ini harus   
                   . Jika label titik     dan p berdekatan di G maka diperoleh 
konstanta ajaib terbesar yang mungkin dari G, yaitu                   . Oleh karena itu 
diperoleh           .  
 
Batas konstanta ajaib c adalah  
              (      ) 
                 . 
Batas bawah konstanta ajaib adalah            dan batas atas konstanta ajaib adalah 
        . Interval antara batas bawah sampai batas atas konstanta ajaib tersebut terlalu besar 
atau luas, sehingga perlu dipilih konstanta ajaib sebagai dugaan awal yang akan digunakan untuk 
melakukan pelabelan sisi ajaib super pada graf kembang api. Konstanta ajaib yang akan digunakan 
adalah rata-rata dari jumlah batas bawah dan batas atas konstanta ajaib, yaitu   
   
 
     . 
Gambar 1 Graf kembang api dengan n titik pada lintasan dan k daun pada setiap graf bintang 
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Gambar 2 Graf kembang api dengan n titik pada lintasan dan 1 daun pada setiap graf bintang 
 
 
Gambar 3 Graf kembang api dengan n titik pada lintasan dan 3 daun pada setiap graf bintang 
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Langkah-langkah pelabelan sisi ajaib super pada graf kembang api adalah sebagai berikut:  
1. Graf kembang api dengan jumlah titik adalah p, jumlah sisi adalah q, titik pada lintasan adalah 
2    , daun pada graf bintang adalah      . 
2. Konstanta ajaib yang telah ditentukan adalah   
   
 
     . 
3. Pelabelan dilakukan dengan n dan k yang berbeda pada setiap graf kembang api. 
4. Setiap titik diberi label 1 sampai p dan setiap sisi diberi label      sampai    . 
Nilai   ,    untuk      ,  jika i genap maka diperoleh label   ,   , dan      dan jika i genap 
maka diperoleh label   ,   , dan     . 
Nilai     untuk      , jika i genap maka diperoleh label    dan       dan jika i genap maka 
diperoleh label    dan      . 
Nilai      dan     untuk      , diperoleh label     ,    dan       . 
 
Rumus pelabelan sisi ajaib super pada graf kembang api adalah sebagai berikut: 
untuk i merupakan bilangan bulat ganjil, 
 
 
 
 
      
 
 
 
 
                   ,                untuk        
 
untuk i merupakan bilangan bulat genap, 
  
 
 
  
      
 
 
 
 
Hasil pelabelan sisi ajaib super pada graf kembang api dengan nilai     dan     adalah sebagai 
berikut: 
      =      (
 
 
 
   
 
)    = 19; analog untuk       dan       
      =      (
 
 
  )    = 2; analog untuk       and       
      =      (
   
 
)    = 1; analog untuk       dan       
      =      (
 
 
 
 
 
) = 20; analog untuk       and       
       =      (
 
 
 
   
 
)     = 16; analog untuk       ,       ,       ,       ,       , 
      ,        dan       
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)    ,            untuk        
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)    ,              dan       untuk        
              ,               untuk        
                ,                dan       untuk        
     (
 
 
  )    ,            untuk        
     (
 
 
 
 
 
) ,            untuk        
     (
 
 
  )      ,              dan       untuk        
                ,               untuk        
                    ,                dan       untuk        
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       =      (
 
 
  )       = 3; analog untuk       ,       ,       ,       ,       , 
      ,        dan        
        =                =  56; analog untuk         dan         
        =                  =  54; analog untuk         dan         
        =                = 55; analog untuk        ,        ,         dan 
        
         =                   = 59; analog untuk         ,         ,         , 
        ,         ,         ,          dan 
         
         =                      = 53; analog untuk         ,         ,         , 
        ,         ,         ,          dan 
         
 
Konstanta ajaib merupakan jumlah dari setiap label sisi dan label titik pada ujung-ujung sisi tersebut 
sehingga, 
                     =          =    
                       =          =    
                       =          =    
                       =          =    
                     =         =    
                     =          =    
                       =          =    
                       =          =    
                       =          =    
  
                       =           =    
Jadi, konstanta ajaib untuk pelabelan sisi ajaib super pada graf kembang api dengan     dan     
adalah 76. 
 
PENGGUNAAN SOFTWARE BORLAN C++ UNTUK MENCARI LABEL 
Berdasarkan rumus pelabelan sisi ajaib super pada graf kembang api maka dibuat program dengan 
bahasa pemograman C++ dengan source code sebagai berikut: 
  
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
#include <iostream> 
#include <conio> 
int main(){ 
clrscr(); 
float k,n,c; 
int i,j; 
 
cout<<"Masukan nilai k = "; 
cin>>k; 
cout<<"Masukan nilai n = "; 
cin>>n; 
cout<<endl; 
 
c=(5*k*n)/2+(5*n)+1; 
cout<<"c = "<<c<<endl; 
cout<<endl; 
/* nilai ai dan bi */ 
 
for(i=1;i<=n;i++) 
{ 
 if(i%2==0) 
 { 
      cout<<"a"<<i<<"="<<((k+2)*((i/2)-1)+2)<<endl; 
cout<<"b"<<i<<"="<<((k+2)*(n/2+i/2))<<endl; 
      cout<<"a"<<i<<"b"<<i<<"="<<((k+2)*(2*n-i+1)-1)<<endl; 
      cout<<endl; 
   } 
   else 
   { 
      cout<<"a"<<i<<"="<<((k+2)*((n/2)+(i+1)/2)-1)<<endl; 
      cout<<"b"<<i<<"="<<((k+2)*((i-1)/2)+1)<<endl; 
      cout<<"a"<<i<<"b"<<i<<"="<<((k+2)*(2*n-i)+1)<<endl; 
      cout<<endl; 
    } 
} 
 
 
 
 
/*nilai bij */ 
 
for(i=1;i<=n;i++) 
{ 
if(i%2==0) 
  { 
    for(j=1;j<=n;j++){ 
cout<<"b"<<i<<j<<"="<<((k+2)*((i/2)-1)+2+j)<<endl; 
    cout<<"b"<<i<<"b"<<i<<j<<"="<<(((k+2)*((2*n)-i+1))-
(j+1))<<endl; 
    cout<<endl;  } 
      } 
      else 
      { 
for(j=1;j<=n;j++) 
{ 
    cout<<"b"<<i<<j<<"="<<((k+2)*(n/2+(i-1)/2)+j)<<endl; 
    cout<<"b"<<i<<"b"<<i<<j<<"="<<((k+2)*(2*n-i+1)-j)<<endl; 
    cout<<endl; } 
       } 
  } 
/* ai-1,ai */ 
for(i=2;i<=n;i++) 
{ 
cout<<"a"<<i-1<<"a"<<i<<"="<<((k+2)*(2*n-i+1))<<endl; 
   } 
getch(); 
} 
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Mencari label dan konstanta ajaib untuk pelabelan sisi ajaib super pada graf kembang api dengan 
menggunakan software pemograman Borland C++ 5.02 dilakukan dengan menginput nilai k dan nilai 
n. Sebagai contoh mencari label dan konstanta ajaib dilakukan pelabelan pada graf kembang api 
dengan     dan    . Setelah menginput nilai k dan nilai n tekan tombol enter, maka nilai c dan 
label-label setiap titik dan sisi akan diperoleh seperti terlihat pada gambar 4. 
 
 
 
 
 
Pelabelan sisi ajaib super pada graf kembang api dengan    ,      dan      dapat dilihat 
pada gambar berikut: 
 
 
  
 
PENUTUP 
Graf kembang api terdiri dari              yang merupakan keluarga graf bintang terpisah dengan 
   merupakan salah daun dari   ,      ,               yang adjacent (berikatan) dengan    dan 
terdapat P(F) yang berikatan dengan tepat satu titik pusat graf bintang merupakan graf dengan 
Gambar 4 Hasil pelabelan dengan menggunakan program 
 
Gambar 5 Graf kembang api dengan 6 titik pada lintasan dan 3 daun pada setiap graf bintang 
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pelabelan sisi ajaib super . Konstanta ajaib pelabelan sisi ajaib super pada graf kembang api adalah 
  
   
 
      dan rumus pelabelan sisi ajaib super pada graf kembang api adalah sebagai berikut: 
untuk i merupakan bilangan bulat ganjil, 
 
 
 
 
      
 
 
 
 
                   ,                untuk        
 
untuk i merupakan bilangan bulat genap, 
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